6 Flacheninhalt
6.1 Vierecke

6.1.1 Def.: Seien A, B, C, D vier
verschiedene Punkte in E, keine drei auf
einer Geraden, so dass AB, BC, CD, DA
einander hochstens in Endpunkten treffen.
Dann bilden diese Strecken ein Viereck
OABCD mit den Seiten AB, BC, CD,
DA und den Ecken A, B,C, D.

Endpunkte einer Seite ...benachbarte
Ecken.

AC,BD ...Diagonalen
gegenuberliegend ...Seiten ohne ge-

meinsame Ecke, Ecken ohne gemeinsame
Seite

Vieleck ...analoge Vereinigung von
Strecken

6.1.2 Bem.: Fur Vierecke ist der Begriff
Innenwinkel im allgemeinen nicht sinnvoll.
Skizze.

6.1.3 Def.: Ein Viereck heiBt konvex,
wenn flr jede Seite PQ gilt: Alle vier Ecken
liegen auf derselben Seite von PQ).



6.1.4 Bem.: Jedes konvexe Viereck be-
sitzt vier Innenwinkel und ein Inneres.

6.1.5 Satz: Ein Viereck ist konvex < Sei-
ne Diagonalen schneiden einander.

Bew.: "<": Sei AD eine beliebige Seite
von OABCD. Sei ACN BD =: {S}. Dann
ist B € DST und C € AST. Nach 2.1.14
liegen dann B, C, S auf derselben Seite von
AD.

"=": B liegt im Inneren des Winkels
/ADC. Daher ist nach 2.3.4 ACNDBt #
®. Analog ist BD N ACt # 0.

6.1.6 Satz: Ein Viereck ist konvex & Kei-
ne Ecke liegt im Inneren des Dreiecks der
anderen drei Ecken.

Bew.: "=": Annahme: D liegt im Inneren
von ANABC = B und D liegen auf dersel-
ben Seite von AC. Daher schneidet BD die
andere Diagonale AC hochstens in B. Aber
A, B, C liegen nicht auf einer Geraden. Da-
her ist BDN AC = () und das Viereck nach
6.1.5 konvex.




"<": Annahme: Das OABCD ist nicht
konvex. Dann liegen o.E. die Ecken A und
B auf verschiedenen Seiten von CD. Dann
ist ABNCD =: {S}. Dabei ist S ¢ CD,
da ABNCD = (). Wieder o0.E. liegt D zwi-
schen C und S. Damit liegt D im Innern
der beiden Winkel ZCBS = ZCBA und
LCAS = /ZCAB, also im Innern des AABC,
im Widerspruch zur VVoraussetzung.

6.1.7 Bem.: Nach 6.1.5 (Die Diagona-
len schneiden einander.) und Axiom IV/1
(Zerlegung einer Ebene durch eine Gera-
de) zerlegt jede Diagonale AC eines kon-
vexe Vierecks OABCD in zwei Dreiecke
AABC und CBD. Da die Winkelsumme in
jedem Dreieck zwei Rechte betragt und A
bzw. C' im Inneren des Winkel ZBCD bzw.
/BAD liegt, qilt

6.1.8 Satz: Die Summe der Innenwinkel
betragt in jedem konvexen Vierecke vier
Rechte.

6.1.9 Def.: Ein OABCD mit AB || CD
heiBt ein Trapez.



6.1.10 Satz: Jedes Trapez ist ein konve-
xes Viereck.

Bew.: Sei OABCD mit AB || CD. Dann
liegen C', D auf derselben Seite von AB.
Zu zeigen bleibt: A, D liegen auf derselben
Seite von BC.

Annahme: A, D auf verschiedenen Seiten
von BC. Dann ist ADNBC =: {S}. Da C,
D auf derselben Seite von AB, liegen auch
AD und damit S auf derselben Seite von
AB wie C. Folglich ist S € BCT. Da auch
A, B auf derselben Seite von CD, liegen
auch AD und damit S auf derselben Seite
von CD wie B. Folglich ist S € CBT, also
S € BC, im Widerspruch zur Definition des
Vierecks.

6.1.11 Def.: Ein OABCD heil3t Paralle-
logramm & AB || CD und BC || AD.

6.1.12 Satz: In einem Parallelogramm
sind gegenuberliegende Seiten gleich lang.



Bew.: Im Parallelogramm OABCD sind die
Wechselwinkel ZACB und ZCAD Kkongru-
ent, ebenso die Wechselwinkel ZACD und
/CAB. Da AC = AC, ist AABC £ ACDA,
also d(A,B) = d(C,D) und d(B,C) =
d(D,A).

6.1.13 Satz: Sind in einem konvexen
Viereck je zwei gegenuberliegende Seiten
gleich lang, so ist es ein Parallelogramm.

Bew.: Seien in OABCD die Abstande
d(A,B) = d(C,D) und d(B,C) = d(D,A).
Dann ist AABC = ACDA (nach sss).
Aufgrund gleicher Wechselwinkel sind al-
so AB || CD und BC' || AD.



6.1.14 Satz: Sind in einem konvexen Vier-
eck OABCD zwei gegenluberliegende Sei-
ten AB und CD parallel und gleich lang,
so ist das Viereck ein Parallelogramm.

Bew.: Die Diagonale AC teilt OABCD
in zwei kongruente Dreiecke AABC und
ACDA, nach dem Kongruenzsatz sws, da
Wechselwinkel bei A und C' gleich sind. Da-
her sind auch die anderen Wechselwinkel
bei A und C gleich, und AD || BC.

6.1.15 Satz:

(i) Jedes Parallelogramm ist ein konvexes
Viereck.

(ii) Jede Diagonale teilt jedes Parallelo-
gramm in zwei kongruente Dreiecke.

(iiif) In jedem Parallelogramm sind ge-
genuberliegende Winkel kongruent.



(iv) In jedem Parallelogramm ist die Sum-
me benachbarter Winkel gleich zwei
Rechten.

Bew.:

(i) 6.1.10

(ii) Wie in 6.1.12

(iii) Wie in 6.1.12

(iv) 5.2.2 ((Wechselwinkel und) Stufenwin-
kel an Parallelen sind kongruent.)

6.1.16 Bem.: Ein Parallelogramm mit ei-
nem rechten Innenwinkel hat vier rechte
Innenwinkel.



6.1.17 Def.: Ein Parallelogramm mit ei-
nem rechten Innenwinkel hei3t ein Recht-
eck. Ein Rechteck mit vier gleich langen
Seiten heiBt ein Quadrat.

6.1.18 Satz: Seien g eine Gerade und
A,B & g, A#*= B, A und B auf derselben
Seite von g. Dann qilt: AB||g< A und B
haben von g denselben Abstand.

Bew.: Sei C' LotfuBpunkt aus B auf g, D
LotfuBpunkt aus A auf g.

"=": Dann ist AD | BC (nach 5.2.2
(Wechselwinkel bzw. Stufenwinkel bei C
und D gleich groB)). Folglich ist DABCD
ein Parallelogramm, und sogar ein Recht-
eck, in dem die Seiten AD und BC gleich
lang sind.

"<": Da BC und AD parallel und gleich
lang sind, ist ODABCD nach 6.1.14 ein Par-
allelogramm.

6.1.19 Def.: Die HOhe eines Parallelo-
gramms OABCD zur Grundlinie AB ist
der Abstand der Parallelen AB und CD.



6.1.20 Bem.: Beim Rechteck OABCD ist
die Hohe zur Grundlinie AB die Liange der
Seiten BC und AD.

6.2. Flachengleichheit

6.2.1 Def.: Zwei Flachen Fy und F5, die
sich in gleich viele kongruente Teilflachen

Fi1, F1o,...,F1, bzW. F>q, Foo, ..., F>, zer-
legen lassen (n € N), so dass Fy, = Fy fur
k=1,2,...,n, heiBen zerlegungsgleich.

Tafelskizzen! Rechteck mit angesetzten
gleichseitigen Dreiecken

Rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck
und Quadrat

6.2.2 Def.: Zwei Flachen F; und F5
heiBen erganzungsgleich, wenn sie sich
durch jeweils gleich viele Teilflachen
Fi1, F1o,...,F1, bzwW. F5q1, Foo, ..., F5, mit
Fi = Fo, fUur k= 1,2,...,n zu kongruen-
ten Flachen G1 .= F{UF{1UF1oU...UFq,
bzw. G ;= FoUF>1UF>>U. . .UF5, erganzen
lassen.



Tafelskizze! Rechteck mit weggenomme-
nen gleichseitigen Dreiecken Rechtwinkli-
ges gleichschenkliges Dreieck und Quadrat

6.2.3 Def.: Zwei Flachen heiBen flachen-
gleich, wenn sie erganzungsgleich oder
zerlegungsgleich sind.

6.2.4 Def.. Wird eine Flache F in
Teilflachen Fy, F5, ..., F, mit n € N zerlegt,
und ist F' = G U F}, so hei3t G kleiner als
F und F groBer als G.

6.2.5 Def.: Sind m gleiche Flachen F' zu-
sammen groBer als n gleiche Flachen G, so
heiBt F' groBer als >G und G kleiner als
mp

n

6.2.6 Def.: Ist r € R und F groBer als %G
fur alle m,n € N mit = < r und kleiner als
gG fur alle p,q € N mit g > r, so ist r das
Verhaltnis der Flachen F und G.



6.2.7 Satz: Haben zwei Rechtecke
OABCD, ABEF eine Seite AB gemein-
sam, so verhalten sich ihre Flachen wie die
Langen der beiden anderen Seiten BC und
BE.

Bew.: ohne, plausibel

6.2.8 Satz: Haben zwei Rechtecke
OABDC und OEFGH die Seitenlangen a =
d(A,B) und b = d(B,C) bzw. ¢ = d(E, F)
und d = d(F,G), und ist ab = cd, so sind
die beiden Rechtecke flachengleich.

Bew.: Legt man beide Rechtecke an ein
Rechteck mit den Seitenlangen a und d an
wie in der Skizze, so verhalt sich die Flache
von ODOABDC zu der von OKFEHA wie b zu
d, die von OEFGH zu der von OKEHA wie

c ZU a. Aus ab = cd folgt aber g = g



6.2.9 Bem.: Legt man eine Flachenein-
heit fest, indem man einem Quadrat der
Seitenlange 1 die Flache 1 zuordnet, so
kann man nach 6.2.7 und 6.2.8 Rechtecks-
flachen berechnen: Lange mal Breite.

6.2.10 Bem.: Jetzt lasst sich der Lehr-
satz des Pythagoras beweisen wie bei Eu-
klid (und in der Ubung):

6.2.11 Satz: (Lehrsatz des Pythago-
ras)

Vor.:. AABC ein rechtwinkliges Dreieck
mit rechtem Winkel bei C, a := d(B,C),
b:=d(C,A), c:=d(A,B).

Beh.: Die Flachen der Quadrate uber den
Seiten BC und C' A sind zusammen so grofB
wie die Flache des Quadrats uber der Seite
AB:

CLQ—I—b2 = 2.

Tafelskizze, Bew.: Ubungen



6.2.12 Def.: In einem rechtwinkligen
Dreieck heiBt die Seite, die dem rechten
Winkel gegenuberliegt, Hypotenuse. Die
dem rechten Winkel anliegenden Seiten
heiBen Katheten des rechtwinkligen Drei-
ecks.

6.2.13 Bem.: Mit Def. 6.2.12 lautet der
Lehrsatz des Pythagoras: In jedem recht-
winkligen Dreieck sind die Quadrate uber
den Katheten zusammen so grol3 wie das
Quadrat uber der Hypotenuse.

6.2.14 Satz: (Hohensatz)

Vor.: NABC ein rechtwinkliges Dreieck
mit rechtem Winkel bei C', F HOohenful3-
punkt auf AB der HOhe durch C, h :=
d(C,F), p:=d(A,F), q :=d(F,B).

Beh.: Die Flache des Quadrats uber der
Hohe durch C ist so grol3 wie die Flache
des Rechtecks aus den beiden Hypotenu-
senabschnitten AF und FB:

h? = Pq.



Bew.: Beide Flachen erganzen zu ei-
nem rechtwinkligen Dreieck der Kathe-
tenlangen h 4+ g und h 4+ p (Tafelskizze)
oder

kurze Rechnung mit Pythagoras.

6.2.15 Satz (Kathetensatz)

Vor.:. AABC ein rechtwinkliges Dreieck
mit rechtem Winkel bei C', F Hohenful3-
punkt auf AB der HOhe durch C, a :
d(B,C), b := d(C,A), ¢ := d(A,B), p :
d(A,F), q : = d(F,B).

Beh.: Die Flache des Quadrats uber ei-
ner Kathete ist so grol3 wie die Flache des
Rechtecks aus der Hypotenuse und dem
anliegenden Hypotenusenabschnitt:

b2 = pc, a’ = qc.

Bew.: Beide Flachen erganzen zu einem
Rechteck mit dem Seitenlangen h + ¢ und
h 4+ g oder einfacher:

Kurze Rechnung mit Pythagoras und
HOohensatz.



Wie in der Schule oder in den Ubungen
zeigt man:

6.2.16 Satz: Ist in einem Dreieck h die
Lange der HOhe zu einer Grundlinie der

Lange g, so gilt fur die Flache F' des Drei-
ecks:

1
F = —gh.
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