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Bemerkung. Man beachte, dass wegen der |Jakobi-Identitat)|

Lixy)Z = [[X,Y], Z] = [X,[V, Z]] = [V, [X. Z]| = Lx Ly Z — LyLxZ

gilt.

4 Semi-Riemannsche Metrik

In der euklidischen Geometrie benutzt man das Skalarprodukt zum Mes-
sen von Groflen, wie Winkeln, Lingen (von Kurven) und &hnlichem. Wir
werden das jetzt auf Mannigfaltigkeiten| iibertragen, allerdings erweitern wir
den bekannten Begriff des Skalarprodukteﬁ auf einem R-Vektorraum zu
nicht-degeneriert, fordern also fiir ein Skalarprodukt (-, -) statt positiver De-
finitheit ((X, X,) > 0 fiir X # 0) nur noch, dass aus (X,Y) = 0 fir alle Y
X = 0 folgt. Mit Index bezeichnen wir dann die Dimension des maximalen
negativ definiten Unterraumes. Eine solche nicht-degenerierte Bilinearform
definiert noch immer eine Paarung zwischen V' und seinem Dualraum V*:
X — (X,-) € V* ist kanonischer Isomorphismus. Da (X, X) fir X # 0 nun
nicht mehr notwendig positiv ist erklart man X heif}t

o raumartig falls (X, X) > 0 (oder X = 0) ist,
e lichtartig falls (X, X) =0 (und X # 0) ist und
o zeitartig falls (X, X) < 0 gilt.

L={X eV |(X,X) =0} wird auch Lichtkegel genannt.

Die Linge eines Vektors wird jetzt durch [V|:= | (X, z) |2 erklért.

Ein reeller Vektorraum V mit dim V' > 2 zusammen mit einem Skalar-
produkt mit 1 heifit Minkowskiraum.

Der Begriff einer symmetrischen Bilinearform iibertragt sich auf natiirli-

che Weise auf [Tensorfelderl

Definition 4.1 FEin Metriktensor auf einer|{Mannigfaltigkeit| M ist ein sym-

metrisches (0,2) mit konstantem [Indea]

FEine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit st eine|Mannigfaltigkeitf M mit

einem g. Ist der[Inded] 0, so nennt man sie auch Riemannsch,
ist der[Inded] 1 und dim M > 1, so heifit sie auch Lorentz Mannigfaltigkeit.

15Also den Begriff einer positiv definiten, symmetrischen Bilinearform auf einem Vek-
torraum.
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Bemerkung. Der [Metriktensor| wird meist mit g oder (-, -) bezeichnet, seine

Tensorkomponenten mit g;; := (0;, 9;). In jedem Punkt p € M ist g, : T,M x
T,M — R dann ein Skalarprodukt.

Beispiel 4.1

o R"™ wird mit dem kanonischen Skalarprodukt auf jedem[Tangentialraum|
zu einer [Riemannschen Mannigfaltigkent.

o Jede |Untermannigfaltigkesy N vom R™ wird durch Einschrinken der
Metrik auf seinen Tangentialraum selbst zu einer |[Riemannschen Man-
[nigfaltigkeid. Ist j : N — R"™ die Inclusionsabbildung, so ist der Me-
triktensor gn auf N der[Pullbach gn = j*grn -

Definition 4.2 Zwei|Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten) M und N hei-
fen isometrisch, falls es einen |Diffeomorphismud ¢ : M — N gibt mit

gm = Q' gn-

Ist v : I — R™ eine reguldre Kurve, so kann man ihre Linge auf [a,b] C T

durch Loy(v) == [ IV (@) dt = f;\/<’y’(t),’y’(t)> dt bestimmen. Fiir ei-
ne Kurve 6 : I — M in einer [Riemannschen Mannigfaltigkeit| erkldren wir
entsprechend L, ;(0) := fab Vs (0'(t), 0 (¢)) dt.

Wir mochten im weiteren Verlauf einen Kriimmungsbegriff einfiihren. Da-
zu folgende Beobachtung: Kriimmung bestimmt man im R™ durch Ableiten.
Ist v : I — R™ glatt mit || = 1, so ist die Kriimmung von 7 durch x = |y”|
gegeben.

Wir betrachten jetzt also, wie man allgemein ein [Tangentialvektorfeld
ableitet. Sind V,W € I['(TR"), so ist die Richtungsableitung® DyW =
STV (W99, Tst jetzt M (nicht offene) [Untermannigfaltigkeit| von R™, so geht
das nicht mehr. da i. a. DyW & TM ist. Man kann jedoch in jedem Punkt
p auf T, M projizieren:

VyW :=n(D,W)

. Fiir eine allgemeine [Mannigfaltigkeit| haben wir keinen umgebenden eukli-
dischen Raum mehr. wir axiomatisieren also die Eigenschaften dieser Ablei-
tung: Zunéchst ist sie sicher R-bilinear. Da eine Richtungsableitung in ihrer
Richtung nur vom Richtungsvektor (nicht Vektorfeld!) abhéngt, ist sie als

16Genaugenommen bendtigt man nur einen [Tangentialvektor] und kein Vektorfeld fiir
die Richtungsableitung.
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Abbildung V : T(TM) x T'(TM) — T'(TM) im ersten Eingang sogar F (M)
linearﬂ. Im zweiten muss wie gewohnt eine “Produktregel” gelten.

Dariiberhinaus hat man allerdings noch zwei weitere Figenschaften. Zum
einen ist

V,WIf = VIWf—WVf=V(Df(W)) - W(DFV)) |
- Zi,j V7 [@W’@l + W’ﬁj&f] + Zj,i w [&Vjﬁjf + Vjﬁﬁjf]
= > VIig;W'o,f + > i Wio;Vio; f
= (DvW = DwV)f),

zum anderen kann man das Skalarprodukt bilinear richtungsableiten Dy (V, W) =
(DyV, W) +(V, DyW).

Definition 4.3 FEin Zusammenhang auf einer |[Mannigfaltigkeit) M ist eine
Abbildung D : T(TM) x T'(TM) — I'(TM), fir die gilt:

1. D ist F(M)-linear im 1. Eingang
2. D ist R-linear im 2. Eingang und
3. Dy (fW) =V (/)W + fDyv(W) fir alle V,W € T(TM), f € F(M).

Ist M |semi-Riemannsch| und gilt dariber hinaus fir alle U, V,W € I'(T'M)

5. UKV, W)) = (DyV, W) +(V, DyW),
so heifit D Levi-Civita-Zusammenhang und man schreibt VW := Dy W.

Das diese Axiomatik “Sinn” macht zeigt das folgende Lemma:

Lemma 4.4 Der|Levi-Civita-Zusammenhang V ist auf einer{Semi- Riemannfchen
(Mannigtaltigkeit] eindeutig bestimmt und durch die Kozul-Formel gegeben:

2VyW,U) = V(W,U)+W (U V)—U(V,W)
— (V. [W.U]) + (W, [U, V]) + (U, [V, W]).

Beweis. Angenommen D ist ein [Levi-Civita-Zusammenhang], dann gilt die
fiir D: Wendet man die Bedingungen 5. und 4. auf die Rechte
Seite der Formel an, so kiirzen sich alle Terme, bis auf zwei, die die Lin-
ke Seite der Formel ergeben. Jeder [Levi-Civita-Zusammenhang| erfiillt also

"Damit man das tuen kann muss man zunichst einmal Vektorfelder auf M zumindest
lokal zu solchen auf R™ fortsetzen, und dann zeigen, das das FErgebnis nicht von der
Fortsetzung abhéngt.
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diese Formel und da (Vi W, ) — Vi W ein Isomorphismus ist, ist der
[Civita-Zusammenhang| eindeutig, falls er existiert. Fiir die Existenz setzt
man die rechte Seite der und und zeigt, das sie in U eine Li-
nearform ist (zwei der Summanden sind F (M )-linear in U, bei den anderen
beiden heben sich jeweils die Terme, die von [fU, X| = — X fU + f[U, X| und
X(f(U,Y)) = XfUY)+ fX (UY) kommen weg). 2(VyW,U) definiert
also ein eindeutiges Vektorfeld und man zeigt analog oder durch Einsetzen,
das es die notigen Eigenschaften 1. - 5. besitzt. O
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