Aufgabe 65. Ganz schon span(n)end.
Gegeben sei folgende Menge M von 6 Vektoren vy, vy, . .., v5 € R?* aus Aufgabe P 61:

1 1 0 0 1 1
2 1 1 1 0 2
M = V1 = 1 ) V2 = 1 ) U3 = 1 ) Vg = 0 ) Vs = 0 ; Ve = 9
2 1 0 1 1 1
Welche der folgenden Aussagen sind wahr ?
O  span(vq,v3,v5) = span(vs,vs) O  span(vq,vs,v6) = span(vy, v, V3, Uy, Us, Ug)
O  span(vy,v3,v5) = span(vy,vs, Us) O  span(vq,vg,v4) = span(vq, v3, Vs, Ug)
LOSUNG:
1.&  span(vy,vs, vs) = span(vs, vs) 2.  span(vy,vs,vs) = span(vi, vz, U3, Vg, Us, Vg)
3.0 span(vq,vs,vs) = span(vq, vz, Us) 4.0 span(vy, vy, v4) = span(vy, vs, Us, Vg)

Begriindungen zu

1. Wegen vy = v3 + v5 = ¥q, U3, U5 € span(vs, vs) = span(vy, v, vs) C span(vs, vs).

Umgekehrt gilt sicher: span(vs, v3, v5) 2 span(vs, vs), also insgesamt: span(vs, v3, v5) = span(vs, vs).
2. Wegen vy = %(05 + vg), V3 = %(06 —vs)und vy = v; — Vg = Vg — %(05 + vg) gilt:

span(vy, vg, V3, Vg, U5, Vg) C span(vy, vs, vg). Umgekehrt gilt offensichtlich auch

span(vy, vs, vg) C span(vy, va, U3, Uy, Vs, Ug ), also folgt Gleichheit.

Anmerkung: Dass v4 eine Linearkombination von vy, v5, vs kann man auch mittels Ansatz:

vy = AU + - vs + V- vg bestimmen.

3. Nach 1. gilt: span(vs, v3, v5) = span(vs, vs), aber v, ¢ span(vs, vs), da der Ansatz

0 1 1 1
0 Al ]2 . .
AvUs+p-vs = A 1 + ol =1\ = 1| = zum Widerspruch fiihrt.
0 1 L 2

4. Wegen vy = vy — v3 und vg = vg + v3 gilt: span(ve, v3, Vs, vg) = span(vy, v3)

aber v, ¢ span(vq, v3), da vy, v9, v3 nach Aufgabe 40 linear unabhingig sind, bzw. der Ansatz

1 0 A 1
B 1 Ll [ A+p| 2 [2] . .
AvVo+ph-vg=A\- e ] = PR B = v; zum Widerspruch fiihrt.
1 0 A 2



Aufgabe 66. Basen von Untervektorraumen.

Bestimmen Sie Basen von den folgenden Untervektorriumen Uy des K3:

1 1 2 2 3 3

1. K =R und Ug = span 21,13 ), 11 ),13),(1],12
3 2 3 1 2 1
241 6 1
2. K =Cund U¢ = span 1 , 2 N
1 21+ 1 0
2] [3] [0]
3. K =7/7Zund U7z = span Bl |, 15, (I3
[0] 2] [5]
LOSUNG:
1. Gesucht ist eine Basis des Untervektorraums
1 1 2 2
Ugp=span (v =1 2 Jvo=| 3 |v3= 1 Juu=1 3
3 2 3 1

des R?

3 3
Vs = 1 Vg = 2
2 1

Wir vermuten, dass die ersten 3 Vektoren linear unabhéngig sind und zeigen, dass die Vektorgleichung:

1 1 2
Ml 2 | +X 3 |+ 1] =
3 2 3

als einzige Losung nur die Losung \; = Ay = A3 = 0 hat.

0
0
0

Dazu miissen wir das lineare Gleichungssystem (aus den Komponenten der Vektorgleichung)

(I) )\1+ )\2 +2)\3 :O
(IT) 2X +3X + X3 =0
(III) 3XA +2X +3X3 =0

16sen. Die Gleichung (I7) ldsstsichzu A3 = —2A;—3)\y  umformen. Einsetzen dieses Ergebnisses

in die Gleichungen (/) und (/1) ergibt (I') —3X\; —5X =0

und (II[,) — 3/\1 — 7)\2 =0.

Gleichsetzen dieser beiden Gleichungen ergibt —5\y = —7)\,, woraus A, =0 folgt.
Einsetzenin (/') und (/11') ergibt A; =0 und A3 =0. (Einsetz- und Gleichsetzverfahren)

Somit ist Ay = Ay = A3 = 0 die einzige Losung des linearen Gleichungssystem. Damit sind die drei
Vektoren linear unabhéngig und bilden eine Basis von Ug, da die iibrigen Vektoren als Linearkombi-

nationen der ersten drei geschrieben werden kénnen.
Beweis: 1. Weg direkt

Wir 16sen die folgenden 3 Gleichungen simultan durch Zeilenumformungen:

1 1 2 2
M2 1 +X2] 3 )1+X 1 | =13 |oder
3 2 3 1

liefert lineares Gleichungssystem (komponentenweise)

3 3
1 | oder| 2
2 1



(1) 1A +1X +2X =
(II) 22X +3X +1X
(IIT) 3X +2X +3X3 =

I
— W N

(Vorwirtsschritt)

(I 1M+ 1l + 2X =2 3 3

Iy 00X + 1A +(=3)A3 = -1 =5 —4

(III')y 0N +(=1) Ay +(=3)A3 = =5 =7 =8 |+1-(II)

(I"y 11X +1Xx + 2X3 = 2 3 3 | =2-(11Ix%)

(I1") OXN +1X +(=3)A3 = -1 -5 —4 |+3-(I1I%)

(IIT") OA +0X +(—6) A3 = -6 —12 —12 |/ —6
(Riickwirtsschritt)

([//’) 1AM +1X +0X3 =0 -1 -1 |_1_(][///)
(II///> 0 )\1 +1 /\2 +0 /\3 = 2 1 9
(IIT") 0A +0X +1X3 =1 2 9

OAM +1X +0X3 = 2 1 2
OAM +0X +1X3 = 1 2 2

Damit gilt: vy = —2-v1+2-v9+1-v3, v5=—2-v1+1- V942 -v3; vg=—3-vV1+2-V3+2-v;3

Beweis: 2. Weg indirekt mit Hilfe eines Satzes aus der Vorlesung:

Ur C R? kann hochstens von 3 linear unabhingigen Vektoren aufgespannt werden, folglich sind die
ibrigen Vektoren Linearkombinationen der ersten drei.

. Wir zeigen, dass die drei Vektoren linear abhiingig sind, insbesondere dass der mittlere Vektor eine
Linearkombination der beiden anderen Vektoren ist. Der Ansatz

2+4 1 6
a- 1 +08-1 ¢ | = 2
i 0 2i+1
liefert aus 3. Komponente: « = 241 2—a _2-2+1_

= 2 — 14, aus 2. Komponente: [ = z :
wobei o und (3 auch die 1. Komponente erfiillen: «a-(2+i)+5-1 = (2—i)-(2+i)+1 =4+1+1 =6.
Demnach ist

2+1 1
Uc = span 1 ) ,
0 0

wobei die beiden Vektoren linear unabhingig sind, also eine Basis von U bilden, weil fiir o, 3 € C
aus dem Ansatz

0 2+1 1
0|l =a- 1 +06-|¢
0 1 0

folgt, dass zuerst (wegen der 3. Komponente) o = 0 sein muss, und dann (z.B. wegen der 2. Kompo-
nente) J = 0 sein muss.



3. Wir iiberpriifen die lineare Unabhingigkeit der drei Vektoren. Fiir oy, s, ag € Z/TZ gelte

2] [3] [0] [0]
ar- [ B |+ - | B |+ as- | [3] | =] 0]
[0] 2] [5] [0]

Ausgeschrieben in drei Gleichungen (komponentenweise) lautet dies

(I) [2]0&1 + [3]0&2 + [0]0(3 = [0] s
D  [3ay + [5las + [3las = [0]
D [0Jen + [2]az + [5laz = [0] .
Wir 16sen das Gleichungssystem durch dquivalente Zeilenumformungen. Zunéchst wird (II) durch
Iy =2-I) — 3 - (I) ersetzt,
(I) [2]041 + [3]042 + [0]&3 = [0] s
(H’) {0]0&1 + [1]042 + [6]0&3 = [0] 3
A [y + 2las + Blas = [0] -
Nun ersetzen wir noch (III) durch (IIT") = (IIT) — 2 - (II’), wodurch sich
(I) [2]041 + [3}042 -+ [0]063 = [O
(I1)  [0]ay + [1]ag + [6]az = [0
I [0)ay + [0]as + [=T7]es = [0]

ergibt. Dain Z/7Z [—7] = [0] ist, kann «3 # [0] , also zum Beispiel ag = [1] gewihlt werden.
Die drei Vektoren sind also linear abhéngig.

2] 3]
Somit bilden die beiden Vektoren | [3] | und [ [5] | eine Basis von Uz/7z, da sie offensichtlich
[0] 2]

linear unabhéngig sind, vgl. Nachweis der Linearen Unabhéngigkeit in 2.
Den dritten Vektor erhédlt man wie folgt als eine Linearkombination dieser beiden Basisvektoren:
Mit a3 = [1] folgtin Z/7Z aus (AT’) : g = —[6]az = [—6]as = [1]ag = az = [1]

undaus I): oy = _[2[1]))] gy = [[_2‘?} ay = %@2 = [2]as = [2].

(Wegen [2] - [4] = [1] hitte man den Bruch auch mit [4] erweitern konnen).
Damit gilt nach obigem Ansatz aufgelost nach dem dritten Vektor:

[0] 2] 3] 2] 3]
Bl ) =RD-{ B )+ (=0D-{ B | =B B )+ [6]- | [
[5] [0] 2] 0] 2]

Probe durch Nachrechnen !

Bemerkung: Mit o3 = [—1] folgt aus (II') direkt: gy = —[6]az = [—6] - [-1] = [6]

—13 —3|- 16 —18
o = S~ g~ =B

und aus (I) direkt: oy =



H 67. Konvexe Hiille

Eine Menge M C R" heiBt genau dann konvex, wenn fiir alle Punkte p, ¢ € M die Verbindungsstrecke
PG={p+pugl\p>0 A A+p=1}in M liegt.
Die kleinste konvexe Menge, die alle Elemente einer Menge M enthilt, heit konvexe Hiille 77 (M) von M.
Zeigen Sie: Fiir die konvexe Hiille von &k Punkten py, ..., pp C R" gilt:
k k
H(pr, o) ={z €RM [z =" Ni-pi A >0V A > N=1}
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H 68. Auf Kollisionskurs ?
Im dreidimensionalen Raum R? sei ein Dreieck A ABC (Target) durch die Koordinaten der Eckpunkte

A=(-2,0,-1),B = (4,4,-1) und C = (-2, 4, 3) sowie die Position P = (5, —1,0) eines Elektrons
-1

gegeben, das in Richtung v = ( 1

) fliegt. Trifft das Elektron das Target AABC' ?
0

) ? -2 s\ .
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H 69. Lehrsiitze aus der ebenen Geometrie — Eben!
Beweisen Sie mit Hilfe der Vektorrechnung folgende Lehrsitze aus der ebenen Geometrie:

1. Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. (Eine “Seitenhalbierende” eines Dreiecks
ist die Gerade durch den Mittelpunkt einer Dreiecksseite und deren gegeniiberliegenden Eckpunkt.)

Hinweis: Verwenden Sie den Vektor x zwischen den Eckpunkten A und B des Dreiecks und den Vektor y
zwischen den Eckpunkten A und C des Dreiecks.

2. Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Verhéltnis 2 : 1.

3. Die Seitenmittelpunkte eines (beliebigen) Vierecks bilden die Ecken eines Parallelogramms.

Hinweis: Fertigen Sie zur Unterstiitzung der Beweisfiihrung Skizzen an.
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